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02 Modules simples en aratéristique p des algèbres de Heke
anes de type A2
Rahel Ollivier
Soit F un orps loal non arhimédien de aratéristique résiduelle p et de orps résiduel à q éléments. On
ne onnait pas les représentations irrédutibles modulo p de Gln(F ). Mais il est tentant de onjeturer que le




Pour n = 2, l'étude des H
Fp
(Gln(F ), I)-modules simples est le point ruial pour la détermination des
H
Fp
(Gln(F ), I(1))-modules simples. Parmi eux-là, on distingue les modules que l'on appelle "supersinguliers" :
ils ne orrespondent pas, via le fonteur des invariants par le pro-p-Iwahori, à des sous-quotients d'induites
paraboliques de Gl2(F ).
Nous onsidérons le as n = 3. Pour déterminer les H
Fp
(Gl3(F ), I)-modules simples, on va réduire les modules
standards de la Qp-algèbre de Heke-Iwahori de Gl3(F ) qui admettent une struture entière. On obtient des
modules pour la Fp-algèbre de Heke-Iwahori, dont on détermine les suites de Jordan-Hölder. On lassie ainsi les
modules simples de la Fp-algèbre de Heke-Iwahori HFp(Gl3(F ), I), et l'on dérit onjeturalement ses modules
supersinguliers au sens de [Vig2℄.
Soit R un anneau ommutatif unitaire qui est un Z[q]-module. On peut onsidérer q omme
une indéterminée ou bien l'identier ave son image qR dans R.
Dénition 1 Soit q une indéterminée. On désigne par H la Z[q]-algèbre engendrée par T±1, S1
vériant les relations
(S1 + 1)(S1 − q) = 0, T
3S1 = S1T
3, S1S2S1 = S2S1S2, TS2 = S1T.
On désigne par HR la R-algèbre H ⊗Z[q] R. Dans HR, on identie q et son image dans R.
La R-algèbre de Heke HR(Gl3(F ), I) est isomorphe à HR ([BK℄ p177).
Présentation de Bernstein : ([Rog1℄)
Soit A l'algèbre ommutative de la déomposition de Bernstein de H ⊗ Z[q±1], isomorphe à





2 T ,Y2 = S
−1
2 TS1,Y3 = q
−1TS1S2.
L'algèbre ommutative A est aussi égale à l'algèbre des polynmes de Laurent
Z[q±1][T±3, T±1i (1 ≤ i ≤ 2)] où T1 = T
2S2S1, T2 = TS1S2,
T1, T2 sont les fontions aratéristiques de Iy1I et de Iy2I où y1 = t
2s2s1 est la diagonale
(1, p, p) et y2 = ts1s2 est la diagonale (1, 1, p).
En eet on a les relations, Y1 = qT
3T−11 , Y2 = T1T
−1
2 , Y3 = q
−1T2.
D'après le théorème de Bernstein, A et l'algèbre de Heke nie H0 de générateurs S1 et S2
engendrent H ⊗ Z[q±1].
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Le résultat suivant, relatif à la struture de l'algèbre H, est fondamental pour la suite. C'est un
as partiulier de [Vig2℄ Théorème 2.
Théorème 1 L'intersetion A ∩H est la Z[q]-algèbre de type ni
Z[q][ (Y1Y2Y3)
±1, q(YiYj)
±1, qY ±1i , 1 ≤ i 6= j ≤ 3 ].
Le entre de H est la Z[q]-algèbre de type ni
Z[q][ σ±13 , qσ1, qσ2 ],
où σ1 = Y1 + Y2 + Y3, σ2 = Y1Y2 + Y2Y3 + Y1Y3 σ3 = Y1Y2Y3.
H est un module de type ni sur son entre.
Un R-aratère de A est un morphisme d'anneaux χ : A → R tel que χ(q) = qR. Un tel mor-
phisme est entièrement déterminé par la donnée du triplet (y1, y2, y3) de ses valeurs en Y1, Y2, Y3.
Ainsi, on a une ation naturelle de S3 sur les R-aratères de A.
Rappels sur les modules standards : ([Rog1℄)
Soit R un orps de aratéristique nulle. Tout R-aratère χ : A→ R induit un HR-module
à gauhe que l'on appelle HR-module standard assoié à χ :
IA(χ) = HR ⊗A,χ R.
D'après Bernstein, 'est un R-espae vetoriel de dimension 6, engendré sur HR par le générateur
anonique 1⊗ 1, veteur propre pour A de valeur propre χ.
Par adjontion, es modules standards possèdent une propriété universelle fondamentale pour la
détermination des HR-modules simples : tout HR-module engendré par un veteur propre pour
A de valeur propre χ est quotient du module standard IA(χ).
De plus, deux modules standards IA(χ) et IA(χ
′) ont la même suite de Jordan-Hölder si et
seulement si χ et χ′ sont onjugués sous l'ation de S3.
Modules standards entiers :
Désormais, R est un anneau ommutatif unitaire.
Dénition 2 Soit χ : A∩H → R un R-aratère de A∩H, 'est à dire un morphisme d'anneaux
tel que χ(q) = qR. Le HR-module standard entier relatif à χ est le HR-module à gauhe induit
de χ
I(χ) = H ⊗A∩H,χ R.
Propriétés des modules standards entiers :
(1) Le module standard entier I(χ) est de type ni sur R ar H est de type ni sur A ∩H.
(2) Il est engendré par le générateur anonique Φ = 1⊗ 1, veteur propre pour A ∩H de valeur
propre χ.
(3) Par adjontion, tout HR-module engendré par un veteur propre pour A∩H de valeur propre
χ est quotient de I(χ).
(4) Si χ : A ∩H → R est la restrition de χA : A → R, alors I(χ) est égal à HR ⊗A,χA R, le
HR-module induit par χA.
Strutures entières des modules standards :
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Dénition 3 Soit E une extension nie de Qp d'anneau d'entiers OE et χ : A → E un E-
aratère de A.
On dit que χ est OE-entier si χ(A ∩H) ⊂ OE.
Soit M un HE-module de dimension nie. On dit que M a une OE-struture entière s' il existe
un sous-OE-module de M libre, stable par H et qui ontient une E-base de M . On dit alors du
HE-module M qu'il est entier.
On note rp : OE → Fp la rédution modulo p. Soit V un HOE -module. On appelle rédution de
V le H
Fp
-module V ⊗OE ,rp Fp.
Proposition 1 Soit E une extension nie de Qp d'anneau d'entiers OE et χA : A → E un
aratère de A.







, qy±1i , 1 ≤ i 6= j ≤ 3
sont des éléments de OE.
Cette relation est invariante sous l'ation de S3.
Preuve : C'est [Vig2℄ (2.5.4). Soit Φ le générateur anonique de IA(χA) qui est un veteur
A-propre pour la valeur propre χA. Soit HOEΦ le sous HOE -module de IA(χA) engendré par Φ.
Plus préisément, on montre que lorsque χA est OE-entier sur A∩H, le HOE -module HOEΦ est
une struture entière de IA(χA) appelée la OE-struture entière anonique.
Remarque 2 : Soit χ : A ∩ H → OE la birestrition de χA à A ∩ H et OE . Le Fp-aratère
rpχ : A∩H → Fp induit un HFp -module standard entier I(rpχ) qui est isomorphe à la rédution
de la struture entière anonique de IA(χA) ([Vig2℄ Théorème 5).
Proposition 2 Soit χA : A → Qp un aratère. Il existe une extension nie E de Qp telle que
χA(A) ⊂ E.
Si le HE-module standard IA(χA) admet une OE-struture entière L(χA), la semi-simpliation
du H
Fp
-module L(χA)⊗Fp ne dépend que de χA. On appelle ette semi-simpliation la rédution
de IA(χA).
De plus, pour tout w ∈ S3, IA(w.χA) admet aussi une struture entière et les rédutions de
IA(χA) et IA(w.χA) sont les mêmes.
Preuve : La proposition se déduit des propriétés des modules standards ([Oll℄ 4.3.1).
Rédution des modules standards IA(χA) pour χA ordinaire :
Soit χy,A : A → E un E-aratère donné par le triplet y = (y1, y2, y3) de ses valeurs en Y1,
Y2, Y3. On le suppose entier sur A∩H. Puisque y1y2y3 est une unité, χy,A est dans l'orbite sous
S3 d'un aratère tel que y1 et y
−1
3 sont des entiers. Pour de tels aratères appelés ordinaires,
on dénit expliitement une struture entière L(χy,A).
Soit χy,A : A→ E ordinaire. On dénit des nombres q(w, y), pour tout w ∈ S3 :
q(1, y) = 1
q(s1, y) = 1 si y
−1
2 ∈ OE
= y−12 si y2 ∈ OE
3
q(s2, y) = y2 si y
−1
2 ∈ OE
= 1 si y2 ∈ OE
q(s1s2, y) = q
−1y1y2
q(s2s1, y) = q
−1y1




= q−1y1 si y2 ∈ OE .
Ils sont non-nuls et leurs inverses sont des entiers.
Soit le système de Coxeter (S3, {s1, s2}), ℓ : S3 → N la longueur assoiée. On note Tsi = Si,
i = 1, 2, et Tww′ = TwTw′ pour w,w
′
tels que ℓ(ww′) = ℓ(w) + ℓ(w′).
Proposition 3 Soit χy,A : A→ E ordinaire.
Soit L(χy,A) le sous OE-module libre de rang 6 de IA(χy,A) de base {q(w, y)TwΦ}w∈S3 .
Alors L(χy,A) est la OE-struture entière anonique de IA(χy,A).
Preuve :
Montrons que L(χy,A) est un HOE -module. On va noter Φw = q(w, y)TwΦ. En partiulier, Φ1 =
Φ. Alors, on a
TΦ = Φs2s1 , T
2Φ = Φs1s2 , T
3Φ = y1y2y3Φ
TΦs1 = Φs2 , T
2Φs1 = Φs1s2s1 , T
3Φs1 = y1y2y3Φs1
Don T stabilise L(χy,A) et l'on peut prendre B = (Φ, TΦ, T
2Φ,Φs1 , TΦs1 , T
2Φs1) omme
OE-base de e module puisque y1y2y3 est une unité.
Posons pour simplier :
z = y1y2y3,








a′ = qa−1, b′ = qb−1, c′ = qc−1.
On vérie que es nombres sont tous des entiers de E ar χy,A est ordinaire.




0 0 0 a′ 0 0
0 0 0 0 0 b′
0 0 q − 1 0 c 0
a 0 0 q − 1 0 0
0 0 c′ 0 0 0






0 0 z 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 z
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0


Don S1 et T stabilisent le OE-module L(χy,A) qui est bien stable par HOE . Par onséquent,
L(χy,A) ontient HOEΦ.
Réiproquement, il est lair que Φ, TΦ, T 2Φ sont des éléments de HOEΦ. Dans le as où
q(s1, y) = 1, l'élément Φs1 = S1Φ est dans HOEΦ. Dans le as où q(s1, y) = y
−1
2 , Φs1 = T
−1S2Φ
est un élément de HOEΦ. D'où, L(χy,A) = HOEΦ.
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Proposition 4 Soit χ¯ : A∩H → Fp un aratère. Il existe un aratère ordinaire χA : A→ Qp
tel que la rédution du HQp
-module standard IA(χA) et le HFp-module standard entier I(χ¯) ont
la même semi-simpliation.
Preuve : Soit χ¯ : A ∩H → Fp. On peut montrer à la main que χ¯ se relève en un OE-aratère
χ de A∩H, où E est une extension nie de Qp. Pour une démonstration générale, [Vig 2℄ (3.3).
Soit ip : OE → E l'inlusion anonique. Le E-aratère ipχ : A ∩H → E est dans l'orbite sous
S3 d'un E-aratère ordinaire χy. On onlut grâe à la proposition 2 et la remarque 2.
Tout aratère χA : A → E entier sur A ∩H est dans l'orbite sous S3 d'un aratère ordinaire
de la liste suivante. D'après la proposition 4, ette liste donne aès à la semi-simpliation des
HFp-modules standards entiers.
La valuation de l'anneau de valuation disrète OE est désignée par val.
L(χy,A)⊗ Fp est irrédutible quand :
(1) 0 < val(y2) < val(q) et val(y3) = −val(q)
(2) −val(q) < val(y2) < 0 et val(y1) = val(q)
(3) ( val(y1), val(y2), val(y3)) = ( val(q), 0, −val(q) ) et qy3 6≡ y2, qy2 6≡ y1
L(χy,A)⊗ Fp est indéomposable et admet deux sous-quotients irrédutibles de dimension 3
quand :
(4) ( val(y1), val(y2), val(y3) ) = ( val(q), 0, −val(q) ) et qy3 6≡ y2, qy2 ≡ y1
(5) ( val(y1), val(y2), val(y3) ) = ( val(q), 0, −val(q) ) et qy3 ≡ y2, qy2 6≡ y1
(6) ( val(y1), val(y2), val(y3) ) = ( 0, 0, 0 )
L(χy,A)⊗ Fp est déomposé en somme direte de deux sous-quotients irrédutibles de dimension 3
quand :
(7) 0 < val(y2) ≤ −val(y3) < val(q)
(8) −val(q) < −val(y1) ≤ val(y2) < 0
L(χy,A)⊗ Fp est indéomposable de longueur quatre quand :
(9) ( val(y1), val(y2), val(y3)) = ( val(q), 0, −val(q) ) et qy3 ≡ y2, qy2 ≡ y1
La liste des sous-quotients irrédutibles des L(χy,A) ⊗ Fp peut-être dérite à l'aide des HFp-
modules i-dessous.
Soient z, y, y′ des éléments non nuls de Fp que l'on note ii R pour alléger les notations. On
dénit les modules suivants :
• L6(z, y) = Rv ⊕RTv ⊕RT
2v ⊕Rw ⊕RTw ⊕RT 2w
S1(v) = 0, S1(Tv) = T
2w, S1(T





−T 2w, et T 3 agit par le salaire z. Ce module est irrédutible.
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• L˜6(z, y) = Rv ⊕RTv ⊕RT
2v ⊕Rw ⊕RTw ⊕RT 2w
S1(v) = w, S1(Tv) = 0, S1(T





−T 2w et T 3 agit par le salaire z. Ce module est irrédutible.
• K6(z, y, y
′) = Rv ⊕RTv ⊕RT 2v ⊕Rw ⊕RTw ⊕RT 2w









−T 2w et T 3 agit par le salaire z.
Ce module est irrédutible si et seulement si y2 6= y′ et y′2 6= zy.
• M3(z, y) = Rv ⊕RTv ⊕RT
2v, S1v = 0, S1Tv = y
−1T 2v, S1T
2v = −T 2v, T 3v = zv.
Alors e module est irrédutible si et seulement si y3 6= z.
Si y3 = z, alors M3(z, y) a pour seul sous-module le aratère
M1(0, y) : T → y, S1 → 0,
et pour seul quotient le module dimension 2
M2(y) = Rw ⊕RTw S1w = −w, S1Tw = 0, T
2w = −y2w − yTw.
• M˜3(z, y) = Rv ⊕RTv ⊕RT
2v, S1v = −v, S1Tv = −y
−1T 2v, S1T
2v = −T 2v, T 3v = zv.
Alors e module est irrédutible si et seulement si y3 6= z.
Si y3 = z, alors M˜3(z, y) a pour seul sous-module le module de dimension 2
M˜2(y) = Rw ⊕RTw, S1w = 0, S1Tw = −Tw, T
2w = −y2w − yTw,
et pour seul quotient le module de dimension 1
M1(−1, y) : T → y, S1 → −1
• N3(z, y) = Rv ⊕RTv ⊕RT
2v, S1v = −v, S1Tv = 0, S1T
2v = −yTv − T 2v, T 3v = zv.
Alors e module est irrédutible si et seulement si y3 6= z.
Si y3 = z, alors M3(z, y) a pour seul sous-module le aratère M1(−1, y) et pour seul
quotient le module de dimension 2 M2(y).
• N˜3(z, y) = Rv ⊕RTv ⊕RT
2v, S1v = 0, S1Tv = 0, S1T
2v = yTv − T 2v, T 3v = zv.
Alors e module est irrédutible si et seulement si y3 6= z.
Si y3 = z, alors N˜3(z, y) a pour seul sous-module le module de dimension 2 M˜2(y) et pour
seul quotient le aratère M1(0, y).
• P3(z) = Rv ⊕RTv ⊕RT
2v, S1v = 0, S1Tv = 0, S1T
2v = −T 2v, T 3v = zv.
Il est irrédutible.
• P˜3(z) = Rv ⊕RTv ⊕RT
2v, S1v = −v, S1Tv = 0, S1T
2v = −T 2v, T 3v = zv.
Il est irrédutible.
Ation du entre :
Soit z ∈ F
∗
p, y, y
′ ∈ Fp. On désigne par ω(z, y, y






On reprend la numérotation préédente pour dérire la semi-simpliation des L(χy,A)⊗ Fp.
On pose z = rp(y1y2y3), y = rp(qy3), y
′ = rp(qy2y3). Alors, les HFp-modules L(χy,A)⊗Fp de la
liste suivante ont pour aratère entral ω(z, y, y′).
Caratères entraux réguliers : yy′ 6= 0.
(3) L(χy,A)⊗ Fp est isomorphe au module irrédutible K6(z, y, y
′). On a y2 6= y′ et y′2 6= zy.
(4) L(χy,A)⊗ Fp a pour seul sous-module M3(z, y
′y−1). Le quotient obtenu est M˜3(z, y
′y−1).
On a y′2 = zy, y2 6= y′.
(5) L(χy,A) ⊗ Fp a pour seul sous-module N˜3(z, y
′y−1). Le quotient obtenu est N3(z, y
′y−1).
On a y′ = y2, y′2 6= zy.
(9) L(χy,A) ⊗ Fp a pour sous-quotients irrédutibles M1(0, y), M1(−1, y), M2(y), M˜2(y). On

























Caratères entraux singuliers : yy′ = 0 mais (y, y′) 6= (0, 0).
(1) L(χy,A)⊗ Fp est isomorphe au module irrédutible L6(z, y). Ii, y
′ = 0.
(2) L(χy,A)⊗ Fp est isomorphe au module irrédutible L˜6(z, y
′). Ii y = 0.
Caratères entraux supersinguliers : y = y′ = 0.
(6) L(χy,A)⊗ Fp a pour sous-module P˜3(z) et pour quotient P3(z).
(7)(8) L(χy,A)⊗ Fp est somme direte de P˜3(z) et P3(z).
On a établi une liste de HFp-modules simples : M1(0, y), M(−1, y), M2(y), M˜2(y), M3(z, y),
M˜3(z, y), N3(z, y), N˜3(z, y), P3(z), P˜3(z) L6(z, y), L˜6(z, y), K6(z, y, y
′) ave y2 6= y′ y′2 6= zy
et y3 6= z. On note que l'ation du entre sur es modules simples détermine les valeurs des
paramètres z, y, y′. Grâe à et argument et à l'observation de la trae de S1 on montre qu'il n'y
a pas d'isomorphisme entre deux modules simples de dimension 6 (resp. 3) de la liste préédente.
On montre à la main que M2(y) et M˜2(y) ne sont pas isomorphes.
On onnait la semi-simpliation des HQp
-modules standards ([Rog2℄). En la omparant,
pour les χy,A de la liste, ave la semi-simpliation de L(χy,A) ⊗ Fp on remarque que tous les
modules simples ontenus dans L(χy,A) ⊗ Fp se relèvent : ils sont la rédution modulo p d'une
struture entière d'un H
Qp
-module simple.
On a don obtenu :
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Théorème 2 Tout HFp-module simple ayant un aratère entral est de la forme
M1(0, y), M(−1, y), M2(y), M˜2(y), K6(z, y, y
′) ave y2 6= y′ et y′2 6= zy
M3(z, y), M˜3(z, y), N3(z, y), N˜3(z, y), ave y
3 6= z
L6(z, y), L˜6(z, y),
P3(z), P˜3(z)
ave z, y y′ ∈ F
∗
p.
Un HFp-module simple est la rédution d'un HQp
-module simple entier.
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